Funcion signo
Sea la funcién sign: R — {—1,0,1} definida asi:

-1, x<0
sign(x) =4 0, x=0
1, x>0

Para una aproximacién mediante una funcién continuamente diferenciable se define como limite de otras funciones
(convergencia puntual). Por ejemplo:
sign(x) = lim tanh(nx)
n—-oo

Ejemplo. Sea la funcién 6: R — {0,1} definida asi:
x#0

ORI

5(x) =1 —sign?(x)

5 (1:[ xk) < Z 5(x)

La igualdad sélo es valida si existe un unico término de la sucesion {x; } ey igual a cero.

Se obtiene la siguiente desigualdad:

Funcidn signo infinito
Sea la funcién sign.: R - {—o0, 0, + o} definida asi:

—o00, x <0
Signe(x) = { 0, x=0
+o0, x>0
] o) = sign(x)
Signe(x) = 500

Ejemplo. Sean a € Ry la funcién ¢,: R - {—0,0, +o} definida asi:
—0o0, a<0Ax=a

<pa(x)={ 0, a=0Vx+#a
+ 00, a>0Ax=a

Qq(x) = signoo(a6(x — a))

Funcidn escalon de Heaviside
Sea la funcién H: R — {0,1/2, 1} definida asi:

0, x<0
H(x) ={1/2, x=0
1, x>0

H(x) = %(1 + sign(x))



Luego,

§(x) =4H(x)(1 - H(x))
Funcion valor absoluto
Sealafuncién| |:R - R* U {0} definida asi:

|X|—{_x' x<0
X, x=0

|x| = xsign(x)

Funciones minimo y maximo
Sea la funcién min: R? — R definida asi:

X, x<y

min(x,y) = {y, x>y

En la expresion (1 —H(x — y))x + H(x — y)y, la discontinuidad en x = y es removible. Asi se obtiene:

1
min(x,y) = Z((x +y)—Ix —yl)

Luego, la funcién max: R? — R se define asi:

X, xX=y

1
max(x,y) = (x +y) —min(x,y) = 5((x +y)+x—yl)

¥=-1 =0 = y=-1 =0

z = min(x,y) z = max(x,y)

Funcidn indicatriz de un intervalo cerrado
Seana,b € R con a < b. Se define la funcién I, p: R — {0,1}, asi:

0,
Iigp(x) = {1

Igp(x) = sign(sign(x —a) —sign(x — b))



Funcidn indicatriz de intervalos abiertos y semiabiertos

I_op(x) = al_i)rzloo I p(x) = sign(l — sign(x — b))

Hatoof(X) =1 —_q(x) =1— sign(l — sign(x — a))

L p1(x) = g 4 oo[l]—c0 p] (X) = (1 — sign(l — sign(x — a))) sign(l — sign(x — b))

Iig 1oop(x) = bl_i)IPOO I p(x) = sign(l + sign(x — a))

I_op(x) =1 —Ipp 1op(x) =1 — sign(l + sign(x — b))

I1g p1(x) = I1g 4 oo l]—co p[ (X) = sign(l + sign(x — a)) (1 — sign(l + sign(x — b)))

L p(x) = g 4 oo l]—co p[ (X) = (1 — sign(l — sign(x — a))) (1 — sign(l + sign(x — b)))

Ejemplo. Sea a € R*:
L_gq((x) = 1 —sign(1 — sign(a — |x]))

I_gqp2 (x,y) =1—sign (2 — (sign(a — |x|) + sign(a — |y|)))

Ejemplo
-1, x<0

2@ -1={"7 T3,

Ejemplo
8(x) = I_o 0] (x)l[0,+w[(x)

Propiedades
Sea F la familia de intervalos (cerrados, abiertos y semiabiertos) de R a la que pertenecen el conjunto vacio (igualdad de
extremos) y |—o, +oo[. Si A, B € F, entonces:

I4np = 1415, (interseccidn de intervalos)

I\p = I4,(1 — I), (diferencia de intervalos)

Iy, =14+ Ig — 141, (unidn de intervalo)

Ipg = 14 + Ig — 21415, (diferencia simétrica de intervalos)
I,5(x,y) = I4(x)Ig(y), (producto cartesiano de intervalos)

También,
Iypp = |14~ 1]

Identidades de De Morgan

1_IAﬂB = 1_IAIB
1-Iup=0Q-1)A - 1)



Relaciones entre intervalos

Inclusion

8(inf (4) — inf (8)) (15 (inf (B)) + (1 = 15 (inf B)) (1 = Lu(inf (A)) ) + (1 = 8(inf (4) = inf (B))) Is (inf (4)) = 1
h
(Si el infimo de los intervalos coincide, entonces, si B es abierto por la izquierda A también, pero si el infimo no coincide,

entonces, el infimo de A esta en B)

6(sup(A) — sup(B)) (IB(sup(B)) + (1 — IB(sup(B))) (1 — IA(sup(A)))) + (1 — 5(sup(A) — sup(B))) IB(sup(A)) =1
k
(Si el supremo de los intervalos coincide, entonces, si B es abierto por la derecha A también, pero si el supremo no coincide,

entonces, el supremo de A esta en B). Por tanto,

0, AZB

hk={1, ACB

Luego,

8(inf (4) — inf (8)) (L (inf () + (1 = La(inf () ) (1 = Ly (inf B)) ) + (1 = 8(inf (A) = inf (B)) La(inf (B)) = 1
hl
(Si el infimo de los intervalos coincide, entonces, si A es abierto por la izquierda B también, pero si el infimo no coincide,

entonces, el infimo de B esta en A)

§(sup(4) — sup(B)) (IA(sup(A)) + (1 - IA(sup(A))) (1 - IB(sup(B)))) + (1 - 8(sup(4) — sup(B))) L(sup(B)) =1
k,
(Si el supremo de los intervalos coincide, entonces, si A es abierto por la derecha B también, pero si el supremo no coincide,

entonces, el supremo de B esta en A). Por tanto,

0, BZA

hk ={1, BCA

Igualdad
A =BsiysélosiA € By B € A. Sobre intervalos también se puede plantear de la siguiente manera:

Si |1 - (IA(inf(B)) + IB(inf(A)))| = 1, entonces los intervalos tienen el mismo extremo inferior.

p

Si |1 - (IA(sup(B)) + 1y (sup(A)))| = 1, entonces los intervalos tienen el mismo extremo superior.

q

Por tanto,



Inclusion propia

15(inf (4)) + (1= I (inf (4))) 8(inf (4) — inf (B)) (1 — Ip(inf (B)) ) = 1 (El infimo de A esté en B pero si no es asi, s el
u
infimos de los intervalos coincide, entonces, el infimo de B no estd en B)

IB(sup(A)) + (1 — IB(sup(A))) 6(sup(A) — sup(B)) (1 — IB(sup(B))) = 1 (El supremo de A estd en B pero si no es asi,

v
si el supremo de los intervalos coincide, entonces, el supremo de B no estd en B)

Por tanto,

00 A¢B
(1_?"1)“”={1 ACB

Disyuncién
Si IA(inf(B))IB (sup(A)) + IA(sup(B))IB (inf(A)) = 1, entonces un intervalo comparte su supremo mientras que el otro

pa
comparte su infimo sin llegar a estar incluido uno en el otro. Por tanto,

,r_ //_0; ANB=9
r+hk + h'k' — hih'k _{1’ e

Ejemplo. Si A N B + @ y es un conjunto infinito se obtiene lo siguiente:

1 1

. , 1
Si sup(A) > lnf(B), entonces, mIAﬂB(x) = mIA(x)m

I;(x) paratodo x € R.
1 1

1
sy 1408 2 Sy 140 Sy iy 8 () para todox € R

Si sup(B) > inf (A), entonces,

Observacién. Las expresiones 6(sup(A) — inf(B))IA(sup(A))IB(inf(B)) y d(sup(B) — inf(A))IA(inf(A))IB(sup(B)) son
s t
excluyentes. Por tanto, si s + t = 1, entonces un intervalo comparte Unicamente su supremo mientras que el otro comparte Unicamente

su infimo. En este caso, la interseccion de los intervalos es finita.

Funcidn piso

Se define la funcién| |:R - Z, asi:
+o0

x| = Z nl[n,n+1[(x)

n=-—oo
Ejemplo. Se define la funcion I;: R — {0,1}, asi:

0, X¢E7Z
’Z(x)={1 x €T

I;(x) = 1 —sign(x — |x])



Método para construir una funcion periddica e infinitamente diferenciable.
Sea la funcién f: R — [0,1], continua, de periodo 7, definida asi:

X T
2(——n), sixe[nn,(2n+1)—[
_ T 2
f= z(x ) ' e[(z + DI ( +1)[
- nj, six n X n T
Luego, una aproximacion de f(x) es construida de la siguiente manera:

fl..(x) Z_XI[.O’I[.(X)_ _.(x ._ 2)"[1,2[.(1:_) fa(x) = f(x - [xD

A : 3

EW-AC@D £,G)= f,G/m) < Isinz|

A

Observacién: fio,((x — |x]) =1

Ejemplo. Sim € Z*, la ecuacién x(x — [x]) = m no tiene solucién para valores enteros o negativos de x. Es equivalente a

., . n+vn2+4m , .
resolver la ecuacién x? — nx — m = 0 para cualquier entero n > m, donde x = —Y Ademas, la llamada funcion de

parte decimal x — |x] es periddica y por lo tanto tiene una expansidn en serie de Fourier, para valores no enteros de x, la cual
es:

1 1 i sin(2mkx)

2 k

k=1
En consecuencia,

i sin (wk(n +kmD = (n+ 1= o2+ am)

k=1



Ejemplo. Sean a,b € R y los vértices de la pirdmide recta de base cuadrada (de interseccidn con el eje z: (0,0,b) y de
intersecciones con el plano xy: (a, a), (—a, a), (—a, a) y (a, —a)). Es decir, los vértices de cada cara triangular estan dados
por:

A= (0,0,b),B = (Sign(x)a»Sign(J/)a» 0),C = (_Slgn(x)Slgn(lyl - |x|)a'519n(J/)Slgn(|J’| - |x|)a,—b)

Sea H = (x,y, z) un punto cualquiera sobre estas caras, entonces la ecuacion del plano de cada una de ellas es dada por:
(C-A)xB-4) - (H-4)=0

v

{a,c2) ] {@,a)

Il Lyl <x<a

II:
" I x| <y<a

.
+
"

IE: |y| < —x < a

v IV: x| < =y <a
{-a,a) (e, )
Por consiguiente, empleando el factor% se remueve la discontinuidad en |x| = |y| y se obtiene la expresion:
x|+ yl+|1x[—
Z:b(1_| |+ Iyl + ] I |y||>
2a

Finalmente, se define la funcién f: R? — [0, b]asi:
flxy) = ZI]—a,a[z(x'}’)

z=0.32178

z= -0.385327

I]—a,a[z (X, }’) f(x:J/)

Conjunto potencia de un conjunto finito

Si A # @ es un conjunto finito, su conjunto potencia viene dado por:
A

P(A) ={0}u Img,
szl s

En donde cada f;: {1,2, ..., k} = A es una funcidn inyectiva.



Conjunto de Cantor
Seana,b € R con a < b. Se define el siguiente conjunto:

"

"

Wigp =11 S [a,b]:1 = U [a;, by

[ai,bi]g[a,b]
[ai,bi]n[aj,b]-]
\ i,jEN,con i*j
Se define la funcion H: Wig ) = Wiq p), asi:
H(l b])—[ +b—a b b—a
LoD =43 3

Con la siguiente propiedad:
H(AUB) =H(A)UH(B), A,B € Wigp

Se define la siguiente sucesién de conjuntos cerrados {F;, }nenu(o} ast:

E _{ [a, b], n=0
" \H(F,_y), n>0

b—a

n
Cada E, es la unién de 2™ intervalos cerrados, disyuntos, y de longitud (—
n 3

Paraa = 0y b = 1, el conjunto de Cantor es definido asi:

C es un conjunto cerrado en los reales, no vacio, y de medida nula.

Expresada como sucesion de conjuntos {4, }nenufo}:

n A,
0 {0}
1 {0,2}
2 (0,2,6,8)
3 (0,2,6,8,18,20,24,26}
4 {0,2,6,8,18,20,24,26,54,56,60,62,72,74,78,80}
A = { {0, n=0
" A U{peEN:p=gq+max(4,_1) +3" 1 +1Aq€EA,1}, n>0

Sea la sucesidn de numeros {an,k}neNu{o}i

keN
k<2



0, n=20

an,k = an—l,kr n>0A k < 2"“1
Ap_1k + Ayq pn-143n-141, n>0Ak>2"1
O,
0, n=0
a k = k - 1
n {an—l,k + Qp_qan=1y3n-144 FJ , n>0

Se define la sucesion {Ep }nenugoy € [0,1] cuyos términos son la unién de intervalos cerrados, disyuntos dos a dos, de la

- U &) e () e )

Por tanto, E,, € E,,_q4 C -+ C E,. Luego, se define la sucesién de funciones indicatriz:

siguiente manera:

(0, xeE,
Ig, (x) = {1, x € E,
Zn
I, () = Z T2 /3ym a0 1(1/3) (an 1)) )
k=1

Dado I, (x) = 1 (x fijo), écudl es el maximo valor de n tal que Iy (x) = 1?



